
I do like CFD, VOL.1
Governing Equations and Exact Solutions

Katate Masatsuka



ii

I do like CFD, VOL.1
Copyright c©2009 by Katate Masatsuka

All rights reserved. No part of this book may be
reproduced in any form by any means without a
written permission of the author.

Author:

Katate Masatsuka
e-mail: info@cfdbooks.com
URL: http://www.cfdbooks.com

Comments and suggestions are appreciated.
Please feel free to send messages to the author.

Published by Katate Masatsuka.

Printed and bound in the United States of America by Lulu.com.



iii

To Hiroaki Nishikawa
and his family





Contents

Preface xi

1 Basics 1
1.1 Differential Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Vectors and Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2.1 Vectors and Tensors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2.2 Dot/Inner Product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2.3 Vector/Outer Product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2.4 Dyadic Tensor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2.5 Identity Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.3 Orthogonal Vectors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.4 Index Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.4.1 Einstein’s Summation Convention . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.4.2 Kronecker’s Delta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.4.3 Eddington’s Epsilon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.4.4 Some Related Formulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.5 Div, Grad, Curl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.5.1 Coordinate Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.5.2 Gradient of Scalar Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.5.3 Divergence of Vector Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.5.4 Curl of Vector Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.5.5 Gradient of Vector Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.5.6 Divergence of Tensor Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.5.7 Laplacian of Scalar Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.5.8 Laplacian of Vector Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.5.9 Material/Substantial/Lagrangian Derivative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.5.10 Complex Lamellar and Beltrami Flows . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.6 Del Operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.7 Vector Identities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.8 Eigenvalues and Eigenvectors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.9 Similar Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.10 Divergence Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.11 Conservation Laws . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.12 Conservation Laws in Generalized Coordinates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.13 Classification of Systems of Differential Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.13.1 General System of Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.13.2 One-Dimensional Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.13.3 Two-Dimensional Steady Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.14 Classification of Scalar Differential Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.15 Rotational Invariance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.16 Plane Waves of Hyperbolic Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.17 Rankine-Hugoniot Relation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.18 Linearly Degenerate and Genuinely Nonlinear Fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

v



vi CONTENTS

2 Model Equations 27
2.1 Linear Advection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.2 Circular Advection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.3 Diffusion Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.4 Advection-Diffusion Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.5 Advection-Reaction Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.6 Poisson/Laplace Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.7 Cauchy-Riemann Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.7.1 Velocity Components . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.7.2 Stream Function and Velocity Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.7.3 Time-Dependent System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.8 Relaxation Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.9 Burgers’ Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.10 Traffic Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.11 Viscous Burgers’ Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3 Euler Equations 37
3.1 Thermodynamic Relations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.2 Speed of Sound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.3 Euler Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.4 1D Euler Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.4.1 Conservative Form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.4.2 Primitive Form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.4.3 Characteristic Variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.4.4 Parameter Vector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.5 2D Euler Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.5.1 Conservative Form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.5.2 Primitive Form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.5.3 Symmetric Form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.5.4 Parameter Vector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.6 3D Euler Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.6.1 Conservative Form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.6.2 Primitive Form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.6.3 Symmetric Form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.6.4 Parameter Vector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.7 Rotational Invariance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.8 Convenient Ordering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.9 Homogeneity Property of the Euler Fluxes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.10 Nondimensionalization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.10.1 Nondimensionalized Euler Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.10.2 Free Stream Values . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.10.3 Speed of Sound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.10.4 Stagnation Values . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.11 Change of Variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.11.1 One Dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.11.2 Two Dimensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.11.3 Three Dimensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3.12 Incompressible/Pseudo-Compressible Euler Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
3.13 Homentropic/Isothermal Euler Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3.13.1 1D Homentropic/Isothermal Euler Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
3.13.2 2D Homentropic/Isothermal Euler Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.13.3 3D Homentropic/Isothermal Euler Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.14 Linear Acoustics Equations (Linearized Euler Equations) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
3.14.1 1D Linear Acoustics Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
3.14.2 2D Linear Acoustics Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
3.14.3 3D Linear Acoustics Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.15 Quasi-1D Euler Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82



CONTENTS vii

3.16 2D Steady Euler Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
3.17 Bernoulli’s Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
3.18 Gas Dynamics Equation (Nonlinear Potential Equation) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
3.19 Linear Potential Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
3.20 Small Perturbation Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
3.21 Crocco’s Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
3.22 Kelvin’s Circulation Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
3.23 Shallow-Water (or Saint Venant) Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

3.23.1 1D Shallow-Water Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
3.23.2 2D Shallow-Water Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
3.23.3 3D Shallow-Water Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4 Navier-Stokes Equations 95
4.1 Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.2 Viscous Stress and Heat Fluxes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
4.3 Viscosity and Heat Conductivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
4.4 Other Energy Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
4.5 1D Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
4.6 2D Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
4.7 3D Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
4.8 Nondimensionalization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4.8.1 Nondimensionalized Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
4.8.2 Free Stream Values . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
4.8.3 Speed of Sound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
4.8.4 Stagnation Values . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

4.9 Reduced Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
4.10 Quasi-Linear Form of the Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.10.1 1D Quasi-Linear Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
4.10.2 2D Quasi-Linear Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
4.10.3 3D Quasi-Linear Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

4.11 Incompressible Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
4.12 2D Incompressible Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
4.13 3D Incompressible Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
4.14 Pseudo-Compressible Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
4.15 Vorticity Transport Equation and Stream Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
4.16 Vorticity Transport Equation and Vector Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
4.17 Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
4.18 2D Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
4.19 3D Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
4.20 Boundary Layer Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

5 Turbulence Equations 121
5.1 Averages and Filters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

5.1.1 Reynolds Averaging . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
5.1.2 Favre Averaging . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
5.1.3 Spatial Filter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

5.2 Reynolds-Averaged Incompressible Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
5.3 Favre-Averaged Compressible Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
5.4 Filtered Incompressible Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
5.5 Filtered Compressible Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
5.6 Turbulence Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127



viii CONTENTS

6 Exact Solutions I 129
6.1 Exact Solutions with Separation of Variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

6.1.1 Laplace Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
6.1.2 Diffusion Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
6.1.3 Advection-Diffusion Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
6.1.4 Oscillating Solutions with Complex Variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

6.2 Exact Solutions with Complex Variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
6.3 Superposition for Nonlinear Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
6.4 Exact Solutions with Transformations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

6.4.1 Cole-Hopf Transformations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
6.4.2 Hodograph Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

6.5 Exact Solutions for Linear Systems of Conservation Laws . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
6.6 Simple Wave Solutions for Nonlinear Systems of Conservation Laws . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
6.7 Some Exact Simple Wave Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

6.7.1 Case 1: rj = constant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
6.7.2 Case 2: rj ∝ U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
6.7.3 Case 3: Other cases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

6.8 Manufactured Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
6.9 Fine Grid Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

7 Exact Solutions II 149
7.1 Linear Advection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

7.1.1 1D Linear Advection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
7.1.2 2D Linear Advection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
7.1.3 2D Circular Advection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
7.1.4 3D Circular (Helicoidal) Advection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

7.2 Diffusion Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
7.2.1 1D Diffusion Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
7.2.2 2D Diffusion Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
7.2.3 3D Diffusion Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

7.3 Advection-Diffusion Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
7.3.1 1D Advection-Diffusion Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
7.3.2 2D Advection-Diffusion Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

7.4 Advection-Reaction Equation(3D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
7.5 Spherical Advection Equation (3D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
7.6 Burgers Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

7.6.1 1D Burgers Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
7.6.2 1D Burgers Equation: Riemann Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
7.6.3 2D Burgers Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

7.7 Viscous Burgers Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
7.7.1 1D Viscous Burgers Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
7.7.2 1D Viscous Burgers Equation with Source Terms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
7.7.3 2D Viscous Burgers Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

7.8 Laplace Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
7.8.1 2D Laplace Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
7.8.2 3D Laplace Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

7.9 Poisson Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
7.9.1 2D Poisson Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
7.9.2 3D Poisson Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

7.10 Incompressible Inviscid Flows: Laplace/Cauchy-Riemann equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
7.10.1 Cavity Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
7.10.2 Flow over a Circular Cylinder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
7.10.3 Flow over an Elliptic Cylinder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
7.10.4 Flow over an Airfoil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173
7.10.5 Flow over Airfoils . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
7.10.6 Flow over a Sphere (3D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
7.10.7 Fraenkel’s Flow: Constant Vorticity Flow over a Cylinder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178



CONTENTS ix

7.11 Euler Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
7.11.1 One-Dimensional Simple Acoustic Waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
7.11.2 Entropy Waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
7.11.3 Two-Dimensional Unsteady Isentropic Vortex Convection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181
7.11.4 Linearized Potential Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181
7.11.5 Nozzle Flows . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184
7.11.6 Ringleb’s Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
7.11.7 Supersonic Flow over a Cylinder (Stagnation Pressure) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192
7.11.8 Normal/Oblique Shock Waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192

7.12 Riemann Problems for the Euler Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
7.12.1 Basic Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
7.12.2 Construction of a Riemann Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
7.12.3 Exact Riemann Solver . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

7.13 Incompressible Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204
7.13.1 Smooth 2D Time-Dependent Solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204
7.13.2 Smooth 3D Time-Dependent Solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
7.13.3 Couette Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
7.13.4 Unsteady Couette Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
7.13.5 Couette-Poiseuille Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
7.13.6 Hagen-Poiseuille Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
7.13.7 Axially Moving Co-centric Cylinders . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
7.13.8 Rotating Co-centric Cylinders . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208
7.13.9 Flat Plate Boundary Layer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209
7.13.10Stokes’ Flow over a Sphere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

7.14 Compressible Navier-Stokes Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212
7.14.1 Compressible Couette Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212
7.14.2 Manufactured Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

References 215





Preface

CFD: Computational Fluid Dynamics.

I like CFD. I like it so much that I decided to write how much I like CFD. Here, in this volume, I focus on basic
notations and formulas, governing equations, and exact solutions used in CFD. I hope that you like them too.

• Basics:
Some basic stuff such as notations, formulas, and theorems.

• Model Equations:
Model equations commonly used in the algorithm development.

• Euler Equations:
The Euler equations and related equations for inviscid flows.

• Navier-Stokes Equations:
The Navier-Stokes equations and related equations for viscous flows.

• Turbulence Equations:
Averaged Navier-Stokes equations and a little about turbulence models.

• Exact Solutions I:
General solutions and techniques for deriving exact solutions.

• Exact Solutions II:
Exact solutions for selected equations which can be used for accuracy study.

Naturally, the content is highly biased. This is everything about what I like in CFD. It does not contain any topics
that I don’t like. So, this is certainly not a textbook, but can still be a good reference book. In particular, this volume
may be useful for students studying basics of CFD and researchers developing fundamental CFD algorithms (I hope
that they like CFD too).

Katate Masatsuka
Yorktown, February 2009
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